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Äèññèïàòèâíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà.
Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà è ñâîéñòâà ñóæåíèé
À. À. Øêàëèêîâ
Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíîãî íåîòðèöàòåëü-
íîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ó äèññèïàòèâíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà,
êîòîðûé äîïóñêàåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè
ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì ïðàâûé âåðõíèé îïåðàòîð â ýòîé äåêîìïîçèöèè êîìïàêòåí îòíî-
ñèòåëüíî ïðàâîãî íèæíåãî. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîñòè ëåâûõ
âåðõíåãî è íèæíåãî îïåðàòîðîâ (òàê íàçûâàåìîãî óñëîâèè Ëàíãåðà) ýòîò ðåçóëüòàò áûë
äîêàçàí (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ îáùíîñòè) Ïîíòðÿãèíûì, Êðåéíîì, Ëàíãåðîì è Àçèçî-
âûì. Óñëîâèå Ëàíãåðà çàìåíåíî â ðàáîòå ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáûì. Ïðè åãî âûïîëíåíèè
äîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûé äèññèïàòèâíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà îáëàäàåò
ìàêñèìàëüíûì, íåîòðèöàòåëüíûì, èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, òàêèì, ÷òî ñïåêòð
ñóæåíèÿ îïåðàòîðà íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Íàéäåíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóæåíèå îïåðàòîðà íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî áûëî ãå-
íåðàòîðîì ãîëîìîðíîé èëè C0-ïîëóãðóïïû.
1. Ââåäåíèå
Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ èíäåèíèòíîé ìåòðèêîé. Ïóñòü
H ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íàðÿäó ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(x, y) çàäàíî èíäåèíèòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [x, y] = (Jx, y), ãäå J  ñàìîñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð, òàêîé, ÷òî J2 = I. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç I îáîçíà÷àåòñÿ òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð, à ïðîñòðàíñòâî H ñ÷èòàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Îïåðàòîð J íàçûâàþò êàíîíè÷å-
ñêîé èëè âíóòðåííåé ñèììåòðèåé â H. Ïðè èçó÷åíèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ðîëü J èã-
ðàåò ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð J ñàìîñîïðÿæåííûé è óíèòàðíûé
îäíîâðåìåííî, òî åãî ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê {±1}. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå J = P+ − P−, ãäå P+ è P− âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå îðòîïðîåêòîðû, ïðè÷åì
P+ +P− = I. Ïðîñòðàíñòâî (H, [ ·, · ] ) íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì Ïîíòðÿãèíà è îáîçíà÷àþò
Π
κ
, åñëè îäíî èç ÷èñåë rankP+ èëè rankP− êîíå÷íî è ðàâíî κ, è ïðîñòðàíñòâîì Êðåéíà,
åñëè îáà ýòèõ ÷èñëà áåñêîíå÷íû. Ïîäïðîñòðàíñòâî L â (H, [ ·, · ] ) íàçûâàþò íåîòðèöàòåëü-
íûì (ïîëîæèòåëüíûì), åñëè äëÿ âñåõ x ∈ L âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî [x, x] > 0 (> 0). Åñ-
ëè íåîòðèöàòåëüíîå (ïîëîæèòåëüíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî L íå äîïóñêàåò íåîòðèöàòåëüíûõ
(ïîëîæèòåëüíûõ)íåòðèâèàëüíûõ ðàñøèðåíèé, òî îíî íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå íåïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
â (H, [ ·, · ] ).
Key words and phrases. Äèññèïàòèâíûå îïåðàòîðû, ïðîñòðàíñòâà Ïîíòðÿãèíà, ïðîñòðàíñòâà Êðåéíà,
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, C0−ïîëóãðóïïû, ãîëîìîðíûå ïîëóãðóïïû.
àáîòà ïîääåðæàíà ïðîãðàììîé
≪
Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû
≫
, ãðàíò  ÍØ-5247.2006.1, îññèéñêèì
îíäîì óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è Íåìåöêèì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèì îáùåñòâîì DFG.
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2Ïóñòü Aëèíåéíûé îïåðàòîð â H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A). ×åðåç σ(A) è ρ(A)
îáîçíà÷àåì åãî ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó, ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ äèññèïà-
òèâíûì â H, åñëè Re(Ax, x) 6 0 äëÿ âñåõ x ∈ D(A). Äèññèïàòèâíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûì (èëè m-äèññèïàòèâíûì), åñëè îí íå äîïóñêàåò íåòðèâèàëü-
íûõ äèññèïàòèâíûõ ðàñøèðåíèé. Èçâåñòíî [9, ë. V,  3.10℄, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå äëÿ
äèññèïàòèâíîãî îïåðàòîðà A ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ρ(A) ⊃ C−, ãäå C−îòêðûòàÿ ëåâàÿ
êîìïëåêñíàÿ ïîëóïëîñêîñòü. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ J-äèññèïàòèâíûì (J-ìàêñèìàëüíî
äèññèïàòèâíûì), èëè äèññèïàòèâíûì (ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûì) â ïðîñòðàíñòâå
(H, [· , · ] ), åñëè JA äèññèïàòèâíûé (ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûé) â H. Àíàëîãè÷íî, A
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì (ñàìîñîïðÿæ¼ííûì) â ïðîñòðàíñòâå (H, [· , · ] ), åñëè JA
ñèììåòðè÷åí (ñàìîñîïðÿæ¼í) â ïðîñòðàíñòâå H.
Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî H â âèäå îðòîãîíàëüíîé ñóììû H = H+ ⊕ H−, ãäå
H± = P±Hîáðàçû ïðîåêòîðîâ P±. Ïóñòü Aëèíåéíûé îïåðàòîð â H ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ D(A). Îáîçíà÷èì D± = D(A) ∩H±. Äàëåå ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ òàêèìè
îïåðàòîðàìè, äëÿ êîòîðûõ ñóììà D+ ⊕ D− ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà A. Ýòî îçíà÷àåò
ñëåäóþùåå: åñëè A0  ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà D
+ ⊕ D−, òî A ⊂ A¯0, ãäå A¯0  çàìûêàíèå
A.
àññìàòðèâàÿ, åñëè íóæíî, ñóæåíèå A, áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî D(A) = D+ ⊕ D−.
Â ýòîì ñëó÷àå A äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îïåðàòîðíîé ìàòðèöû ïî îòíîøåíèþ ê
êàíîíè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè H = H+ ⊕H−:
(1.1) A =
(
P+AP+ P+AP−
P−AP+ P−AP−
)
:=
(
A11 A12
A21 A22
)
.
Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðû x = x+ + x− ∈ H, ãäå x± ∈ H
±
, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî
ñòîëáöàìè x =
(
x+
x−
)
, è äåéñòâèå A çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì
Ax = A
(
x+
x−
)
=
(
A11x+ + A12x−
A21x+ + A22x−
)
, x+ ∈ D
+, x− ∈ D
−.
Â 1941 ãîäó Ñ.Ë.Ñîáîëåâ îáðàòèë âíèìàíèå Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà íà ñëåäóþùèé çàìå÷à-
òåëüíûé àêò: ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðñòðàíñòâå Π1 âñåãäà èìååò ïî ìåíü-
øåé ìåðå îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð (äîêàçàòåëüñòâî Ñîáîëåâà äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëîñü
íåîïóáëèêîâàííûì; ýòîò ðåçóëüòàò Ñîáîëåâ ïðèìåíÿë äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îä-
íîé çàäà÷è ìåõàíèêè [23℄). Ýòî íàáëþäåíèå Ñîáîëåâà ïîñëóæèëî òîë÷êîì äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ Ïîíòðÿãèíà [19℄, ãäå îí çàëîæèë íà÷àëà ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ ñ èíäåèíèòíîé
ìåòðèêîé è ïîëó÷èë ñëåäóþùèé óíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà. Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Πκ, ïðè-
÷¼ì rankP+ = κ <∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò A-èíâàðèàíòíîå ìàêñèìàëüíîå íåîòðèöàòåëü-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî L (dimL = κ) òàêîå, ÷òî ñïåêòð ñóæåíèÿ A|L ëåæèò â çàìêíó-
òîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïîñëå ðàáîòû [19℄, ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîëóäåè-
íèòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íàõîäèëàñü â öåíòðå âíèìàíèÿ òåîðèè îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
3Ïîíòðÿãèíà è Êðåéíà. Êðåéí [11℄ ïîëó÷èë àíàëîã òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà äëÿ íåðàñòÿãèâàþ-
ùèõ îïåðàòîðîâ â Π
κ
, ðàçâèâàÿ äðóãîé ïîäõîä ê ïðîáëåìå, íåæåëè â [19℄. Âàæíîå îáîáùå-
íèå òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà áûëî ïîëó÷åíî Ëàíãåðîì [14, 15℄ è Êðåéíîì [12℄. Ñîðìóëèðóåì
ðåçóëüòàò [15℄.
Òåîðåìà Ëàíãåðà. Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà
(H, [· , · ]), ïðè÷¼ì D(A) ⊃ H+ (ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëå-
íèÿ (1.1), â êîòîðîì îïåðàòîðû A11 è A12 îãðàíè÷åíû). Åñëè îïåðàòîð A12 = P+AP−
êîìïàêòåí, òî ñóùåñòâóåò A-èíâàðèàíòíîå ìàêñèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L òàêîå, ÷òî ñïåêòð ñóæåíèÿ A|L ëåæèò â çàìêíóòîé âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè.
Âïîñëåäñòâèè òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè A-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áûëè ïîëó-
÷åíû äëÿ äðóãèõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ. Êðåéí ââ¼ë è èññëåäîâàë êëàññ äåèíèòíûõ îïåðà-
òîðîâ, à ïîçæå äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà òàê íàçûâàåìûõ äåèíèçèðóåìûõ îïåðàòîðîâ
Ëàíãåð [16, 17℄ äîêàçàë òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíûõ äåèíèòíûõ èíâàðè-
àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à òàêæå àíàëîã ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ
îïåðàòîðîâ. Êðåéí è Ëàíãåð [13℄, è íåçàâèñèìî Àçèçîâ [2℄, íà÷àëè èññëåäîâàíèå äèññè-
ïàòèâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ïîíòðÿãèíà è Êðåéíà. Â ÷àñòíîñòè, â ýòèõ ðàáîòàõ
îíè äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà Êðåéíà-Ëàíãåðà-Àçèçîâà. Ïóñòü −iAìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûé îïå-
ðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿãèíà Πκ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ïîíò-
ðÿãèíà.
Äàëåå Àçèçîâ è Õîðîøàâèí [3℄ äîêàçàëè àíàëîã òåîðåìû Ëàíãåðà äëÿ íåêîòîðîãî êëàñ-
ñà íåðàñòÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà, à ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà
Àçèçîâ [4, ë. 2℄ äîêàçàë, ÷òî òåîðåìà Ëàíãåðà [15℄ îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ ìàêñèìàëü-
íî äèññèïàòèâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà (ïðè ýòîì â îðìóëèðîâêå âåðõíþþ
êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü íóæíî çàìåíèòü íà ëåâóþ). Áîëåå òîãî, Àçèçîâ ïîêàçàë, ÷òî
óñëîâèå êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà A12 ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå åãî êîìïàêòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ ê îïåðàòîðó A22, ò.å. êîìïàêòíîñòè A12(A22 − µ)
−1
ïðè íåêîòîðîì µ ∈ ρ(A22)
(äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ýòîò àêò ðàíåå áûë îòìå÷åí Êðåéíîì [12℄.) Ïðÿìîå,
áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àçèçîâà áûëî ïðåäëîæåíî àâòîðîì [20℄.
Çàäà÷ó îïèñàíèÿ âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà èëè ÷èñòî ìíèìîãî ñïåêòðà äëÿ ñóæåíèé ñà-
ìîñîïðÿæ¼ííûõ èëè äèññèïàòèâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà íà ìàêñèìàëüíîå
íåîòðèöàòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èçó÷àëè Êîñòþ÷åíêî è Îðàçîâ [10℄, î-
ìèëêî [8℄ è àâòîð [21℄.
Óñëîâèå Ëàíãåðà D(A) ⊃ H+ (èëè óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëå-
íèè (1.1) îïåðàòîðîâ A11 è A21) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, îíî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå áûëè ìîäåëüíûìè â ðàáîòàõ [1, 18℄).
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñëóæèëî ìîòèâîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáîáùåíèé ñîðìóëèðîâàíûõ ðå-
çóëüòàòîâ, êîãäà óñëîâèå Ëàíãåðà çàìåíÿåòñÿ äðóãèì áîëåå ñëàáûì. Òàêîé ðåçóëüòàò áûë
íåäàâíî ïîëó÷åí àâòîðîì [22℄. Óñëîâèå Ëàíãåðà â [22℄ çàìåíåíî ñëåäóþùèì óñëîâèåì:
íàéä¼òñÿ ÷èñëî µ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè òàêîå, ÷òî îïåðàòîðû
(A22 − µ)
−1A21, A21(A22 − µ)
−1, S(µ) = A11 −A12(A22 − µ)
−1A21
4îãðàíè÷åíû. S(µ) íàçûâàþò ïåðåäàòî÷íîé óíêöèåé (à òàêæå òðàíñåð-óíêöèåé èëè
äîïîëíåíèåì ÔðîáåíèóñàØóðà). ßçûê, èñïîëüçóþùèé ïåðåäàòî÷íûå óíêöèè, íà ïåð-
âûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåóêëþæèì, íî îí åñòåñòâåí è ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ â
êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ íåòðóäíî ïðîâåðÿòü. Ïðè ýòîì óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ïåðâûõ äâóõ
îïåðàòîðîâ, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Íî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ïåðåäà-
òî÷íîé óíêöèè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
≪
æåñòêèì
≫
. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ñîîòâåòñòâóþùåå èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì. Êîíå÷íî, èìåÿ â âèäó äàëüíåéøèå
ïðèëîæåíèÿ (êîòîðûå â ýòîé ðàáîòå ìû íå ðàññìàòðèâàåì), ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèâëåêà-
òåëüíîé çàäà÷à îò ýòîãî óñëîâèÿ èçáàâèòüñÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé
ðàáîòû. Íî íàó÷èâøèñü íàõîäèòü èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, òàêèå, ÷òî ñóæåíèÿ
A|L íåîãðàíè÷åíû, ìû ïðèõîäèì ê íîâîé âàæíîé çàäà÷å: ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ãåíåðàòîðàìè
êàêîãî-ëèáî òèïà ïîëóãðóïï? Íàéòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà
íà ýòîò âîïðîñ  âòîðàÿ öåëü ðàáîòû.
2. Ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
Â öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ A-
èíâàðèàíòíûì, åñëè L ⊂ D(A) è A(L) ⊂ L. Íî ýòîì ñëó÷àå ñóæåíèå A|L îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ A− èíâàðèàíòíûì,
åñëè D(A) ∩ L ïëîòíî â L è Ax ∈ L äëÿ âñåõ x ∈ D(A) ∩ L.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà îá èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ áóäåò äîêàçàíà äëÿ ìàêñèìàëü-
íî äèññèïàòèâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà. Èçâåñòíî [4, ë. 2, Òåîðåìà 2.9℄,
÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ëàíãåðà D(A) ⊃ H+ îïåðàòîð A ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâåí
â (H, [· , ·] ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà −A22 ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâåí â H
−
, ò.å. ëåâàÿ
ïîëóïëîñêîñòü ëåæèò â ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå îïåðàòîðà A22. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðà A âëå÷åò òîëüêî äèññèïàòèâ-
íîñòü îïåðàòîðîâ A11 è −A22. Íî ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïåðåäàòî÷íîé óíêöèåé, ïîýòîìó
áóäåì òðåáîâàòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû ïðè íåêîòîðîì (à òîãäà ïðè âñåõ)
µ ∈ C−. Ñóùíîñòü íàëàãàåìûõ íèæå óñëîâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàòîð A22 ÿâëÿåò-
ñÿ äîìèíèðóþùèì ïî îòíîøåíèþ ê ñïëåòàþùèì îïåðàòîðàì A21 è A12. Ñîðìóëèðóåì
îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A äèññèïàòèâíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà (H, [· , · ] ) ñ
îáëàñòüþ D(A) = D+⊕D−, ïëîòíîé â H = H+⊕H−. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A åãî çàìûêàíèå.
Ïóñòü (1.1)ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå A â H+ ⊕ H−, è ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
(i) îïåðàòîð −A22 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûì â ïðîñòðàíñòâå H
−
(ò.å.
ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà (A22 − µ)
−1
ïðè âñåõ µ ∈ C−);
(ii) îïåðàòîð F (µ) = (A22 − µ)
−1A21 äîïóñêàåò îãðàíè÷åííîå çàìûêàíèå ïðè íåêîòî-
ðîì (à òîãäà ïðè âñåõ) µ ∈ C−;
(iii) îïåðàòîð G(µ) = A12(A22 − µ)
−1
êîìïàêòåí ïðè íåêîòîðîì (à òîãäà ïðè âñåõ)
µ ∈ C−.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A. Åñëè îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ m-äèññèïàòèâíûì â (H, [· , · ] ) (è
5òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå), òî íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå A-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî L+ òàêîå, ÷òî ñïåêòð ñóæåíèÿ A+ = A|L+ ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîé
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøë¼ì ðÿä ëåìì. Ïåðâûå äâà  èçâåñòíûå ïðåäëîæå-
íèÿ: ïåðâàÿ ëåììà èìååòñÿ â ðàáîòå Ïîíòðÿãèíà [19℄, âòîðàÿ äîêàçàíà â [1℄. Îñíîâíóþ
ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàþò Ëåììû 2.5, 2.6 è 2.9.
Ëåììà 2.2. Ïîäïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì â (H, [· , · ])
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
(2.1) L =
{
x =
(
x+
Kx+
)
, x+ ∈ H
+
}
,
ãäå K : H+ →H−ëèíåéíûé íåðàñòÿãèâàþùèé îïåðàòîð (ò.å. ‖K‖ 6 1).
Îïåðàòîð K â ïðåäñòàâëåíèè (2.1) íàçûâàåòñÿ óãëîâûì îïåðàòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâà
L.
Ëåììà 2.3. Ïóñòü A îïåðàòîð ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ D(A) = D+ ⊕D−, ðåçîëüâåíòíîå
ìíîæåñòâî ρ(A22) íåïóñòî, à îïåðàòîðû
G = A12(A22 − µ)
−1, F = (A22 − µ)
−1A21, è S = A11 − A12F, µ ∈ ρ(A22),
îãðàíè÷åíû ïðè íåêîòîðîì µ ∈ ρ(A22). Òîãäà îïåðàòîð A çàìûêàåì â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà S = A11 − A12F (µ) çàìûêàåì â H
+
, è åãî çàìûêàíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì
(2.2) A = µ+
(
1 G
0 1
)(
S − µ 0
0 A22 − µ
)(
1 0
F 1
)
.
Áîëåå òî÷íî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è äåéñòâèå A îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
D(A) =
{(
x+
x−
)
∈ H, x+ ∈ H
+, Fx+ + x− ∈ D
− ⊂ D(A22)
}
,
A
(
x+
x−
)
=
(
Sx+ +G(A22 − µ)(Fx+ + x−)
(A22 − µ)(Fx+ + x−) + µx−
)
.
Ëåììà 2.4. Ïóñòü −A22 ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûé, à G(µ) = A12(A22−µ)
−1
 êîì-
ïàêòíûé îïåðàòîðû ïðè íåêîòîðîì (à òîãäà ïðè âñåõ) µ ∈ C−. Òîãäà ‖G(µ)‖ → 0 ïðè
µ→∞ ðàâíîìåðíî â ëþáîì ñåêòîðå | arg(π − µ)| 6 γ < π/2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äðóãàÿ âåðñèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áóäåò ñîðìóëèðîâàíà â Ëåììå
3.6. Òàì æå áóäåò ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî. 
Ëåììà 2.5. Ïðè µ ∈ ρ(A22) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(2.3) JA+ µ = J
(
1 G
0 1
)(
S + µ 0
0 A22 − µ
)(
1 0
F 1
)
J :=
(
1 0
0 −1
)
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íîé ïðîâåðêîé ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (2.2). 
6Ëåììà 2.6. Ïðè µ ∈ ρ(A22) äëÿ âñåõ x+ ∈ D+ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(2.4) (Sx+, x+) =
(
JA
(
x+
−Fx+
)
,
(
x+
−Fx+
))
+ µ(Fx+, Fx+).
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì µ ∈ C− îïåðàòîð S = S(µ)  ñ îáëàñòüþ D(S) = D+ ÿâëÿåò-
ñÿ äèññèïàòèâíûì â ïðîñòðàíñòâå H+, åñëè îïåðàòîð A äèññèïàòèâåí â ïðîñòðàíñòâå
(H, [ ·, · ] ). Çàìûêàíèå îïåðàòîðà S ÿâëÿåòñÿ m-äèññèïàòèâíûì â ïðîñòðàíñòâå H+, åñëè
çàìûêàíèå îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ m-äèññèïàòèâíûì â ïðîñòðàíñòâå (H, [ ·, · ] ), è íàîáî-
ðîò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà 2.4 ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñïåäñòâåí-
íîé ïðîâåðêîé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà 2.3. Ýêâèâàëåíòíîñòü m-äèññèïàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ
S(µ) â ïðîñòðàíñòâå H+ è JA â ïðîñòðàíñòâå H òàêæå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà 2.3. 
Ëåììà 2.7. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî L èìååò âèä
L = {x : x =
(
x+
Kx+
)
, x+ ∈ H
+},
ãäå K : H+ → H−  îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Òîãäà L ÿâëÿåòñÿ A-èíâàðèàíòíûì â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(2.5) (1−KG)(A22 − µ)(F +K) = K(S − µ).
Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà â ïðàâîé (à ïîòîìó è â
ëåâîé) ÷àñòè ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåàë D(S) = D+.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x+ ∈ D+ èìååì
(A− µ)
(
x+
Kx+
)
=
(
(S − µ)x+ +G(A22 − µ)(F +K)x+
(A22 − µ)(F +K)x+
)
.
Åñëè L ÿâëÿåòñÿ A-èíâàðèàíòíûì, òî ïðè íåêîòîðîì y+ ∈ H
+
èìååì
[(S − µ) +G(A22 − µ)(F +K)]x+ = y+,
(A22 − µ)(F +K)x+ = Ky+.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ y+ âî âòîðîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (2.5).
Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî óðàâíåíèå (2.5), òî ïðè íåêîòîðîì y+ âûïîëíåíû äâà
ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, èç êîòîðûõ ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòñâî L ÿâëÿåòñÿ A-
èíâàðèàíòíûì. 
Çàìå÷àíèå 2.8. Óðàâíåíèå (2.5) ÿâëÿåòñÿ ìîäèèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì èêêàòè äëÿ
íåèçâåñòíîãî îïåðàòîðà K. àíåå, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ïîíòðÿãèíà [19℄, èñïîëüçîâàëàñü
äðóãàÿ âåðñèÿ Ëåììû 2.7: L ÿâëÿåòñÿ A-èíâàðèàíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(2.6) A21 + A22K −KA11 −KA12K = 0.
Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì èêêàòè, àññîöèèðîâàííûì ñ îïåðàòîð-ìàòðèöåé
A. Îäíàêî ýòà îðìà óðàâíåíèÿ èêêàòè íåóäîáíà â ñëó÷àå, êîãäà âñå ýëåìåíòû
îïåðàòîð-ìàòðèöû A ìîãóò áûòü íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè.
7Êàê ñëåäñòâèå ëåìì 2.2, 2.4 è 2.7 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî ðå-
çóëüòàò.
Ëåììà 2.9. Ïóñòü ÷èñëî µ ∈ C− òàêîå, ÷òî ‖G(µ)‖ < 1/2. Òîãäà îïåðàòîð A îáëàäàåò
èíâàðèàíòíûì, ìàêñèìàëüííûì íåîòðèöàòåëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéäåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèé îïåðàòîð K : H+ →H−, òàêîé, ÷òî
(2.7) F +K = (A22 − µ)
−1(1−KG)−1K(S − µ).
åøåíèå K ýòîãî óðàâíåíèÿ íå çàâèñèò îò µ ∈ ρ(A22).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû åñòü ñëåäñòâèå ëåìì 2.2 è 2.7. Äàëåå,
óðàâíåíèå (2.7) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (2.5), ãäå îïåðàòîðû â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ
îïðåäåëåíû íà D+. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû A21 = (A22−µ)F è KA11 êîððåêòíî îïåðåäåëåíû
íà D+, òî (A22 − µ)K è KA12F îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì. Íî òîãäà â (2.5) ìîæíî
ðàñêðûòü ñêîáêè è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå (2.6). Òåì ñàìûì, K íå çàâèñèò îò µ. 
Îáîçíà÷èì HS = D(S) ⊂ H
+
, ãäå S  çàìûêàíèå îïåðàòîðà S. Ñíàáæåííûé íîðìîé
ãðàèêà
‖x+‖HS =
√
‖Sx+‖2 + ‖x+‖2,
ëèíåàë HS ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïëîòíî âëîæåííûì â H
+
.
Ëåììà 2.10. Ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕk}
∞
1 â ïðîñòðàíñòâå H
+
, êî-
òîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì èññà â ïðîñòðàíñòâå HS.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå HS ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð
C = 1+(S∗S)1/2 èçîìîðíî îòîáðàæàåò HS â H. Åñëè îïåðàòîð C
−1
êîìïàêòíûé, à {µk}
∞
1
 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî â êà÷åñòâå èñêîìîé ñèñòåìû ìîæíî
âçÿòü ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ â H ñèñòåìó {ψk}
∞
1 ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîãî îïå-
ðàòîðà. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà {µ−1k ψk}
∞
1 áóäåò ïîëíîé è îðòîíîðìèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå
HS.
Åñëè C−1 íåêîìïàêòåí, òî ïîñòðîèì îïåðàòîð C1 > 1, òàêîé, ÷òî 1 > C1 − C > 0, à
ñïåêòð C1 ñîñòîèò òîëüêî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè Eλ  ñïåêòðàëüíàÿ óíêöèÿ
îïåðàòîðà C, òî ìîæíî âçÿòü C1 = 1 +
∑
∞
k=1 k(Ek+0 − E(k−1)). Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ {ψk,j}
∞
j=1 â êàæäîì ïîäïðîñòðàíñòâå Hk, ñîâïàäàþùèì ñ îáðàçîì ïðîåêòîðà
Ek+0 −E(k−1). Òîãäà îáúåäèíåííàÿ ñèñòåìà {ψk,j}
∞
k,j=1, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåíûõ óíêöèé
îïåðàòîðà C1, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è îðòîíîðìèðîâàííîé â H, à ñèñòåìà {kψk,j}
∞
j=1, î÷åâèäíî,
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó â HS, ò.å. áàçèñîì èññà. 
Ëåììà 2.11. Ïóñòü H1 è H2 ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðà-
òîðîâ Kn : H1 → H2 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê îïåðàòîðó K : H1 → H2 (áóäåì ïèñàòü Kn ⇀ K).
Åñëè G : H2 → H1  êîìïàêòíûé îïåðàòîð, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü KnGKn ñõîäèòñÿ
ê KGK â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè (ïèøåì KnGKn ⇒ K GK).
Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïàêòíûé îïåðàòîð G ìîæíî ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ ïðè-
áëèçèòü êîíå÷íîìåðíûì îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó äîñòîòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû
äëÿ îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà G = (·, φ)ψ, ãäå φ ∈ H1, ψ ∈ H2. Íî äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ óòâåð-
æäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè. 
8Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû íà
n-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Lin{ϕk}
n
1 , ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñèñòåìà {ϕk}
n
1 îáëàäàåò ñâîéñòâà-
ìè, óêàçàííûìè â Ëåììå 2.10. Òîãäà Pn → 1 (ñèëüíî) â ïðîñòðàíñòâå H
+
, à òàêæå Pn → 1
â HS. àññìîòðèì îïåðàòîðû
An =
(
PnA11Pn PnA12
A21Pn A22
)
,
äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâàõ H+n ⊕ H
−
, ãäå H+n = Pn(H
+). Òîãäà An ÿâëÿþòñÿ m-
äèññèïàòèâíûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿãèíà Π
κ
. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êðåéíà-
Ëàíãåðà-Àçèçîâà îïåðàòîðû An îáëàäàþò n-ìåðíûìè ìàêñèìàëüíûìè íåîòðèöàòåëü-
íûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Â ñèëó ëåììû 2.9 íàéäóòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèå îïåðàòîðû
Kn : H
+
n → H
−
, òàêèå, ÷òî
(2.8) Fn +Kn = (A22 − µ)
−1(1−KnG)
−1Kn(Sn − µ).
Èçâåñòíî, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî
êîìïàêòíûì. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Kn òàêîâà, ÷òî èõ íîðìû íå ïðåâîñ-
õîäÿò åäèíèöû, òî ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Knj ⇀ K.
Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì èíäåêñ j. Êîíå÷íî, íîðìà ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà K òàêæå
íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F îãðàíè÷åííûé, à G êîìïàêòíûé îïåðàòîðû è
ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.11, ïîëó÷àåì
Fn = FPn → F, KnG⇒ KG, (1−KnG)
−1 ⇒ (1−KG)−1.
Èìååì òàêæå
KnSn = KnSPn,
SPnx→ Sx ∀x ∈ D(S).
Ïîýòîìó KnSPnx ⇀ KSx è ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ñëàáîìó ïðåäåëó â óðàâíåíèè (2.8). Òîãäà
äëÿ ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà K ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (2.7). Â ñèëó Ëåììû 2.9 îïåðàòîð A
èìååò ìàêñèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L+,
òàêîãî, ÷òî ñïåêòð ñóæåíèÿ A+ = A|L+ ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Èìååì
(2.9) (A− µ)
(
x+
Kx+
)
=
(
(S − µ+GL)x+
Lx+
)
,
ãäå L := (A22 − µ)(F +K), D(L) = D(S).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q îðòîïðîåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà L íà H+, îïðåäåëåííûé îðìó-
ëîé
Q
(
x+
Kx+
)
= x+ x =
(
x+
Kx+
)
∈ L.
Î÷åâèäíî, Q îãðàíè÷åííî îáðàòèì, ïðè÷åì ‖Q−1‖ 6 2.
Èç ðàâåíñòâ (2.5) è (2.9) èìååì
(2.10) (A− α)|L+ = Q
−1(S − α +GL)Q = Q−1[S − α+G(1−KG)−1K(S − µ)]Q.
9Çäåñü ìû èñïîëüçóåì Ëåììó 2.4 è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî µ ∈ C− âûáðàíî òàê, ÷òî
‖G(1 − KG)−1K‖ < 1/2. Òîãäà ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ α ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì îïåðàòîðîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð S − α îáðàòèì, ò.å.
êîãäà S ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûì. Ñîãëàñíî Ëåììå 2.4 ýòî ýêâèâàëåíòíî
ìàêñèìàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå (H, [ ·, · ] ). Ñëåäîâàòåëüíî,
îòêðûòàÿ ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó ñóæåíèÿ
A|L+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð A ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûé â ïðîñòðàíñòâå
(H, [ ·, · ] ).
Ïóñòü A îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Òîãäà îïåðàòîð S − α îáðàòèì ïðè α ∈ C+ è
ðàâåíñòâî (2.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(A− α)|L+ = Q
−1[1 +M(α)](S(µ)− α)Q,(2.11)
ãäå
M(α) = G(1−KG)−1K[1 + (α− µ)(S − α)−1]
ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðíîé îïåðàòîð-óíêöèåé, çíà÷åíèÿ êîòîðîé åñòü êîìïàêòíûå îïåðàòî-
ðû. Ïðè α ∈ C+ èìååì (Reα)‖(S − α)−1‖ 6 1. Ïîëàãàÿ α = −µ è ïîëüçóÿñü Ëåììîé 2.4,
ïîëó÷àåì ‖M(−ovµ)‖ → 0, åñëè µ → infty â ñåêòîðå | arg(π − µ)| 6 γ < π/2. Â ÷àñòíî-
ñòè, ÷èñëî µ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îïåðàòîð 1 +M(α) áûë îáðàòèì ïðè α = −µ. Èç
òåîðåìû î ãîëîìîðíîé îïåðàòîð-óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [6, ë. 1℄ òîãäà ñëåäóåò, ÷òî
ñïåêòð îïåðàòîð-óíêöèè 1 +M(α) â îòêðûòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè äèñêðåòíûé (òàê
êàê çíà÷åíèÿM(α)êîìïàêòíûå îïåðàòîðû). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð ñóæåíèÿ A+ = A|L+
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
êîíå÷íîé àëãåáðàì÷åñêîé êðàòíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî Im[Ax0, x0] = (Imα0)[x0, x0], åñëè Ax0 = α0x0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A
ñòðîãî äèññèïàòèâíûé â ïðîñòðàíñòâå (H, [ ·, · ] ) ( à òîãäà åãî ñóæåíèå A|L+ îáëàäàåò òåì
æå ñâîéñòâîì), òî îïåðàòîð A|L+ íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â îòêðûòîé ïðàâîé ïîëó-
ïëîñêîñòè, à ïîòîìó âñÿ ýòà ïîëóïëîñêîñòü ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó. Òåì
ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà äëÿ ñòðîãî äèññèïàòèâíûõ îïåðàòîðîâ A.
Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ
Aε = A− εP+, ε > 0.
Óæå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ èìåþòñÿ ìàêêñèìàëüíûå, íåîòðèöàòåëüíûå, Aε-
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñ óãëîâûìè îïåðàòîðàìè Kε. Ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ Aε íà
ýòè èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî äèññèïàòèâíûìè îïåðàòîðàìè, òàê
êàê
Re
[
(A− εP+)
(
x+
Kx+
)
,
(
x+
Kx+
)]
6 −ε(x+, x+).
Ïîýòîìó îòêðûòàÿ ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü ëåæèò â ðåçîëüâåíòíûõ ìíîæåñòâàõ ýòèõ ñóæå-
íèé.
Çàïèøåì ìîäèèöèðîâàííîå óðàâíåíèå èêêàòè äëÿ îïåðàòîðà Aε:
F +Kε = (A22 − µ)
−1(1−KεG)
−1Kε(S + iε− µ).
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Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn → 0 òàê, ÷òîáû Kεn =: Kn ⇀ K. Ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ
Aε íà ñîîòâåòñâóþùèå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L
+
ε èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ
A+ε = Aε|L+ε = Q
−1[1 +Mε(α)](S + iε− α)Q,
ãäå
Mε(α) = G(1−KεG)
−1Kε(S + iε− µ)(S + iε− α)
−1 ⇒M(α).
Çäåñü ìû âíîâü ó÷èòûâàåì, ÷òî (1 −KnG)
−1Kn ⇒ (1 −KG)
−1K ïðè ε = εn → 0, òàê
êàê Gêîìïàêòíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð-óíêöèè 1 +Mε(α) ãîëîìîðíû â ïîëóïëîñêî-
ñòè C−, è îãðàíè÷åííî îáðàòèìû â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè ëþáîì ε > 0. Ïðè ε → 0 îíè
ñõîäÿòñÿ â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè ê îïåðàòîð-óíêöèè 1 +M(α), êîòîðàÿ
ìîæåò èìåòü òîëüêî èçîëèðîâàííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â C−. Åñëè íåêàÿ òî÷êà α0 ÿâëÿ-
åòñÿ åå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íàéäåòñÿ ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå 1 +Mε(α) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0, ÷òî íå ìîæåò áûòü. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

3. Ïîëóãðóïïîâûå ñâîéñòâà ñóæåíèé
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëþ èçâåñòíû îïðåäåëåíèÿ ãîëîìîðíîé è C0ïîëóãðóïï
è èõ ãåíåðàòîðîâ (ñì. íàïðèìåð, [5, Ch. I, II℄, [9, Ch. IX℄) â ãèëüáåðòîâîì (èëè áàíàõîâîì)
ïðîñòðàíñòâå H. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñâîéñòâà ðåçîëüâåíò ãåíåðàòîðîâ
òàêèõ ïîëóãðóïï. Íàïîìíèì ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ. Ïåðâûå äâà õîðîøî èçâåñòíû (ñì.
öèòèðîâàííûå ìîíîãðàèè), îíè äàþò êðèòåðèè ãîëîìîðíîé è C0-ïîëóãðóïïû â òåðìè-
íàõ ðåçîëüâåíòû ãåíåðàòîðà.
Òåîðåìà î ãåíåðàòîðå C0-ïîëóãðóïïû (Feller-Mijadera-Phillips). Îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ
ãåíåðàòîðîì C0ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ ÷èñëî ω ∈ R, òàêîå,
÷òî ïîëóïëîñêîñòü Reλ > ω ëåæèò â ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå ρ(T ) è
(3.1) ‖(T − λ)−n‖ 6 C(λ− ω)−n
äëÿ âñåõ öåëûõ n > 1 è λ > ω, ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò λ è n.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëóãðóïïû U(t) = exp(T t) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ‖U(t)‖ 6 Ceωt.
Íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñåë ω, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíà ýòà îöåíêà èëè îöåíêà (3.1), íàçûâàåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíûì òèïîì C0ïîëóãðóïïû. Â ñëó÷àå ω < 0 ïîëóãðóïïó íàçûâàþò ýêñïî-
íåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé.
Òåîðåìà î ãåíåðàòîðå ãîëîìîðíîé ïîëóãðóïïû. Îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòî-
ðîì ãîëîìîðíîé ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü ëåæèò
â ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå ρ(T ) è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
(3.2) ‖(T − λ)−1‖ 6 C|λ|−1
äëÿ âñåõ λ : Reλ > 0, ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò λ.
Êîíå÷íî, òàêàÿ îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè T ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñåêòîðèàëüíûì
îïåðàòîðîì, ò.å. åãî ÷èñëîâîé îáðàç (= ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êâàäðàòè÷íîé îðìû (Tx, x),
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êîãäà x ïðîáåãàåò D(T ) è ‖x‖ = 1) ëåæèò â ñåêòîðå Λα = {λ : | arg(λ − π)| < α} ïðè
íåêîòîðîì α < π/2. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (3.2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè C = (cosα)−1.
Äàëåå óäîáíî áóäåò ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ïîëóãðóïïó U(t) = exp(T t) íàçîâ¼ì
êâàçè-ãîëîìîðíîé, åñëè äëÿ ðåçîëüâåíòû å¼ ãåíåðàòîðà âûïîëíåíà îöåíêà (3.2) äëÿ âñåõ
λ : Reλ > ε, ãäå ε > 0 ïðîèçâîëüíî, à ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî ε. Î÷åâèäíî, ýòî
óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî T − ε ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ãîëîìîðíîé ïîëóãðóïïû
ïðè ëþáîì ε > 0. Èçâåñòíî, ÷òî êâàçè-ãîëîìîðíàÿ ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ C0-ïîëóãðóïïîé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 0. Îáðàòíîå, êîíå÷íî, íåâåðíî.
Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàþò ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
Òåîðåìà îìèëêî ([7℄). Îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû â ïðîñòðàí-
ñòâå H, äîïóñêàþùåé îöåíêó ‖U(t)‖ 6 Ceωt, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ(T ) ñîäåðæèò
ïîëóïëîñêîñòü Reλ > ω è äëÿ ëþáîãî x ∈ H
(3.3) sup
δ>ω
(δ − ω)
δ+i∞∫
δ−i∞
(
‖(T − λ)−1x‖2 + ‖(T ∗ − λ)−1x‖2
)
|dλ| <∞
Òåîðåìà Gearhart'à ([5, Òåîðåìà V.1.11℄). Ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï C0-ïîëóãðóïïû, ãå-
íåðèðóåìîé îïåðàòîðîì T , ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíüþ ÷èñåë β, äëÿ êîòîðûõ ïîëóïëîñ-
êîñòü Reλ > β ëåæèò â ρ(T ) è
(3.4) sup
Reλ>β
‖(T − λ)−1‖ <∞.
Ëåììà 3.1. Îïåðàòîð T ãåíåðèðóåò C0ïîëóãðóïïó ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 0 (ýêñïî-
íåíöèàëüíî óñòîé÷èâóþ), åñëè ñïåêòð T ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè,
îöåíêà (3.3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ω > 0, à îöåíêà (3.4) ïðè âñåõ β > 0
(ïðè β = 0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì îìèëêî è åðõàðòà. Íóæíî òîëü-
êî çàìåòèòü, ÷òî åñëè îöåíêà (3.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè β = 0, òî íàéä¼òñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî
ρ(T ) ñîäåðæèò ïîëóïëîñêîñòü Reλ > −ε è (3.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè β = −ε. 
Ëåììà 3.2. Ïóñòü îïåðàòîð −A22 ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì êâàçè-ãîëîìîðíîé ïîëóãðóïïû
è G(µ) = A12(A22 − µ)
−1
 êîìïàêòíûé îïåðàòîð ïðè íåêîòîðîì µ = µ0 ∈ ρ(A22). Òîãäà
îïåðàòîð óíêöèÿ G(µ) êîððåêòíî îïðåäåëåíà â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè è
‖G(µ)‖ → 0 ïðè µ→∞
ðàâíîìåðíî â ïîëóïëîñêîñòè Reµ < 0. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
−A22 ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì
G(µ) = G(µ0)(A22 − µ0)(A22 − µ)
−1.
Î÷åâèäíî, â óñëîâèÿõ ëåììû íîðìà îïåðàòîð-óíêöèè (A22 − µ0)(A22 − µ)
−1
ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíà â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Êîìïàêòíûé îïåðàòîð
G(µ0) : H
− → H+ ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ â îïåðàòîðíîé íîðìå êî-
íå÷íîìåðíûì îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ‖Q(A22−µ0)(A22−µ)
−1‖ → 0
ïðè µ → ∞ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè äëÿ ëþáîãî îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Q = (·, ϕ)ψ, ãäå
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ϕ ∈ H−, ψ ∈ H+. Çàìåòèì, ÷òî Q ìîæíî ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèçèòü â îïåðàòîð-
íîé íîðìå îïåðàòîðîì Q0 = (·, ϕ0)ψ, ãäå ϕ0 ∈ D(A
∗
22) (â óñëîâèÿõ ëåììû ñîïðÿæåííûé îïå-
ðàòîð A∗22 ïëîòíî îïðåäåë¼í). Íî îïåðàòîð Q0(A22−µ0) îãðàíè÷åí, à ‖(A22−µ)
−1‖ 6 C|µ|−1
â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ãåíåðàòîðå
ãîëîìîðíîé ïîëóãðóïïû. Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. 
Ëåììà 3.3. Ïóñòü T m-äèññèïàòèâíûé, à V  êîìïàêòíûé îïåðàòîðû â H. Òîãäà
ïðè ëþáîì ε > 0 íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî r = r(ε), òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ λ èç
ïîëóïëîñêîñòè Reλ > ε è |λ > r îïåðàòîð T + V − λ îáðàòèì è
(3.5) ‖(T + V − λ)−1‖ 6 (2ε)−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâóåì òàêæå, êàê â Ëåììå 3.2. Ïóñòü ñíà÷àëà V = (·, ϕ)ψ
îäíîìåðíûé îïåðàòîð â H. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå
V = V0 + V1, V0 = (·, ϕ0)ψ, ‖V1‖ < δ, φ0 ∈ D(T
∗).
Òîãäà
(T − λ)−1V = (T − λ)−1V1 − λ
−1(V0 − (T − λ)
−1TV0).
Ôèêñèðóåì ε > 0 è âîçüì¼ì δ < ε/4. Îïåðàòîð SV0 îãðàíè÷åí, ïîýòîìó ïðè Reλ > ε èìååì
îöåíêó
‖(T − λ−1V ‖ 6
δ
ε
+
const
|λ|ε
<
1
2
, åñëè |λ| >
4 const
ε
.
Íî òîãäà äëÿ òàêèõ λ ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.5). Äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè V 
êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð. Òàê êàê êîìïàêòíûé îïåðàòîð ìîæíî ïðèáëèçèòü ïî íîðìå ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ êîíå÷íîìåðíûì, òî îöåíêà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ êîì-
ïàêòíîãî îïåðàòîðà V . 
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíîãî îïåðàòîðà −A22− 1 êîððåêòíî îïðåäå-
ëåíû äðîáíûå ñòåïåíè (ñì. íàïðèìåð, [5, ë.II℄).
Ëåììà 3.4. Ïóñòü îïåðàòîð −A22 ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì êâàçè-ãîëîìîðíîé ïîëóãðóï-
ïû, à A12 è A21 òàêîâû, ÷òî îïåðàòîðû
(3.6) A12(−A22 − 1)
α
è (−A22 − 1)
1−αA21
îãðàíè÷åíû ïðè íåêîòîðîì 0 6 α 6 1. Òîãäà îïåðàòîð-óíêöèÿ
R(µ) : = A12(A22 − µ)
−1A21
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â ïîëóïëîñêîñòè Reµ < 0 âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð R(−1) îãðàíè÷åí. Äàëåå,
R(µ) = R(−1)− A12(−A22 − 1)
α
[
(µ+ 1)(A22 − µ)
−1
]
(−A22 − 1)
1−αA21.
Èç òåîðåìû î ãåíåðàòîðå ãîëîìîðíîé ïîëóãðóïïû ñëåäóåò îöåíêà ‖(µ+1)(A22−µ)
−1‖ 6 C
äëÿ âñåõ µ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè âíå îêðåñòíîñòè íóëÿ, èç êîòîðîé ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
ëåììû. 
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîð-ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, 18℄), îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðîâ (3.6) áûâàåò íåñëîæíî ïðîâåðèòü ïðè α = 1/2.
13
Ëåììà 3.5. Ïóñòü A+  ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà èíâàðèàíòíîå, ìàêñèìàëüíîå íåîò-
ðèöàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L+. Òîãäà
(3.7) A+ = Q
−1XQ, X = S +G(1−KG)−1K(S − µ),
à ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A∗+ èìååò ïðåäñòàâëåíèå
A∗+ = Q
−1(1 +K∗K)−1X∗(1 +K∗K)Q.
Çäåñü Q  îðòîïðîåêòîð èç L+ íà H+. Îïåðàòîðû K è X íå çàâèñÿò îò µ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëåíèå (3.7) âûòåêàåò èç (9). Ïóñòü A∗+ = Q
−1Y Q. Òîãäà
(
A+
(
x
Kx
)
,
(
y
Ky
))
=
((
Xx
KXx
)
,
(
y
Ky
))
=
= ((1 +K∗K)Xx, y) =
((
x
Kx
)
, A∗+
(
y
Ky
))
= (x, (1 +K∗K)Y y),
÷òî âëå÷¼ò X∗(1 +K∗K) = (1 +K∗K)Y . Â ñèëó ëåììû 2.9 îïåðàòîð K (à ïîòîìó è X) íå
çàâèñèò îò µ. 
Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìû î ïîëóãðóïïîâûõ ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà A+.
Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 è A+  ñóæåíèå m-äèññèïàòèâíîãî
îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå (H, [·, ·]) íà èíâàðèàíòíîå, ìàêñèìàëüíîå íåîòðèöàòåëü-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî L+, òàêîå, ÷òî σ(A+) ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé
(i) îïåðàòîð A12 êîìïàêòåí;
(ii) ïðè ëþáîì ε > 0 îïåðàòîð-óíêöèÿ R(µ) = A12(A22−µ)
−1A21 ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åíà â ïîëóïëîñêîñòè C−ε = {µ : Reµ 6 ε}, à ‖G(µ)‖ → 0 ïðè µ→∞ ðàâíîìåðíî
â C−ε ;
(iii) îïåðàòîð −A22 ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó è îáà îïåðàòîðà â (3.6)
îãðàíè÷åíû ïðè íåêîòîðîì 0 6 α 6 1.
Òîãäà A+ ãåíåðèðóåò C0-ïîëóãðóïïó ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 0. Åñëè A  ðàâíîìåðíî
m-äèññèïàòèâíûé â ïðîñòðàíñòâå (H, [·, ·]), ò.å. Re[Ax, x] 6 −ε(x, x), ε > 0, äëÿ âñåõ
x ∈ D(A), òî A+ ãåíåðèðóåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâóþ C0-ïîëóãðóïïó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (i). Èç îðìóëû (2.9) èìååì
A+ = Q
−1(S +GL)Q = Q−1(S + A12(F +K))Q.
Îïåðàòîð S = S(µ) ÿâëÿåòñÿ m-äèññèïàòèâíûì, à ïîòîìó ãåíåðèðóåò ïîëóãðóïïó ñæàòèé
âH+, òåì áîëåå, C0-ïîëóãðóïïó. Èçâåñòíî, ÷òî îãðàíè÷åííîå âîçìóùåíèå òàêîãî îïåðàòîðà
(ñì. [1, ë. 5℄) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû.
Äîêàæåì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï ýòîé ïîëóãðóïïû ðàâåí íóëþ. Ìû çíàåì, ÷òî
ñïåêòð A+ ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Èç Ëåììû 3.3 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî
ðåçîëüâåíòà (S + A12(F + K))
−1
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â ïîëóïëîñêîñòè Reα > ε ïðè
ëþáîì ε > 0. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé åðõàðòà.
Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (ii). Ôèêñèðóåì ÷èñëî
ε > 0. Äëÿ îïåðàòîðà A+ âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (3.7), èç êîòîðîãî ïîëó÷èì
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(3.8) (A+ − α) = Q
−1(X − α)Q = Q−1((S(µ)− α)[1 +M1(µ, α)]Q,
M1(µ, α) = [1 + (α− µ)(S − α)
−1]G(1−KG)−1K,
ãäå G è S çàâèñÿò îò µ. Ïîëîæèì µ = −α è âûáåðåì ÷èñëî r0 âûáðàíî ñòîëü áîëüøèì, ÷òî
‖G(−α)‖ < 1/5 ïðè âñåõ |α| > r0,Reα > 0. Òàê êàê îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿm-äèññèïàòèâíûì,
òî |α− α| · |(S − α)−1‖ 6 2, ïîýòîìó
‖M(−α, α)‖ < 2 · (1/5) · (5/4) = 1/2.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖Q−1‖ 6 2 è ‖Q‖ 6 1, äëÿ âñåõ α : Reα > ε, |α| > r0 ïîëó÷àåì
‖(A+ − α)
−1‖ 6 4‖(S(−α)− α)−1‖ 6 4ε−1.
Ïîñêîëüêó îòêðûòàÿ ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü ïðèíàäëåæèò ρ(A+), òî (A+−α)
−1
îãðàíè÷åíà
â ïîëóïëîñêîñòè α : Reα > ε ïðè ëþáîì ε > 0.
Ó÷èòûâàÿ Ëåììû 3.1 è 3.5, îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü ÷òî ïðè áîëüøèõ ω è ëþáîì x+ ∈ H
+
ñïðàâåäëèâû îöåíêè
(3.9) sup
δ>ω
(δ − ω)
δ+i∞∫
δ−i∞
‖(X − α)−1x‖2 |dα|, sup
δ>ω
(δ − ω)
δ+i∞∫
δ−i∞
‖(X∗ − α)−1x‖2 |dα|.
ãäå
X − α = (S − α)(1 +M1(−α, α)).
Óæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè Reα > r0 âûïîëíåíà îöåíêà ‖M(−α, α)‖ < 1/2. Ïîýòîìó ïåðâóþ
îöåíêó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, åñëè â íåé âìåñòî X ó÷àñòâóåò S = S(−α).
Ñïàðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
A11 − α = S(−α)− α− R(−α),
è ïî óñëîâèþ ‖R(−α)‖ 6 C ïðè α : Reα > ε. Òîãäà èç îöåíêè ‖(S(−α) − α)−1‖ 6 1/Reα
ñëåäóåò, ÷òî A11 − α îáðàòèì ïðè Reα > 2C (à ïîòîìó îáðàòèì â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè,
ò.ê. A11 äèññèïàòèâíûé). Êðîìå òîãî, ïðè Reα > 2C ñïðàâåäëèâû îöåíêè
2/3 6 ‖(1 + (A11 − α)
−1R(−α))−1‖ < 2.
Ïîýòîìó ïðè ω > max{r0, 2C} ïåðâàÿ îöåíêà â (3.9) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå çàìåíû X íà A11. Íî A11 ÿâëÿåòñÿ m-äèññèïàòèâíûì è
ãåíåðèðóåò ïîëóãðóïïó ñæàòèé. Ïîýòîìó òàêàÿ îöåíêà äëÿ A11 çàâåäîìî âûïîëíåíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé îöåíêè íàäî ïðåäñòàâèòü îïåðàòîð X â âèäå
X − α = (1 +M(µ, α))(S − α), M(µ, α) = G(1−GK)−1
(
1 + (α− µ)(S − α)−1
)
.
è ïîâòîðèòü ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ. Òåì ñàìûì, äîêàçàíà äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (ii).
Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (iii), òî â ñèëó Ëåìì 3.2 è 3.3 âûïîëíåíî óñëîâèå (ii).
Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð A ðàâíîìåðíî m-äèññèïàòèâíûé ïðîñòðàíñòâå (H, [·, ·] ). Èç
Ëåììû 2.6 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0
Re(S(µ)x+, x+) 6 −ε(x+, x+), x+ ∈ D
+,
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äëÿ âñåõ µ ∈ C−. Òîãäà ÷èñëî µ ∈ C− ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ‖M1(µ, α)‖ < 1/2 äëÿ
âñåõ α èç ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ äèññèïàòèâíîñòü
îïåðàòîðà S(µ), ïîëó÷àåì
‖(A+ − α)
−1‖ 6 4‖(S(µ)− α)−1‖ 6 4ε−1
ïðè âñåõ Reα > 0. Ñîãëàñíî Ëåììå 3.5 îïåðàòîð A+ ãåíåðèðóåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâóþ C0-ïîëóãðóïïó. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. 
Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 è A+  ñóæåíèå m-äèññèïàòèâíîãî
îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå (H, [·, ·]) íà èíâàðèàíòíîå, ìàêñèìàëüíîå íåîòðèöàòåëü-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî L+, òàêîå, ÷òî σ(A+) ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé
(i) îïåðàòîð S = S(µ) ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó ïðè íåêîòîðîì
µ ∈ C−;
(ii) îïåðàòîð A11 ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíûå ïîëóãðóïïó, ïðè÷¼ì îïåðàòîð
A21(A11 − α0)
−1
îãðàíè÷åí ïðè íåêîòîðîì α0 ∈ C
+
.
Òîãäà A+ ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S(µ0) ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó. Èç îð-
ìóëû
R(µ) = A12(A22 − µ)
−1A21 = R(µ0) + (µ− µ0)G(µ)F (µ0)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì µ ∈ C− îïåðàòîð S(µ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì âîçìóùåíèåì
S(µ0). Êðîìå òîãî, S(µ) ÿâëÿåòñÿ m-äèññèïàòèâíûì, à ïîòîìó îí òàêæå ãåíåðèðóåò êâàçè-
ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó.
Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì
S(µ)− α = [1− (µ− µ0)G(µ)F (µ0)(S0 − α)
−1](S0 − α),
ãäå S0 = S(µ0). Íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî r = r(µ, ε), òàêîå, ÷òî ïðè |α| > r,
Reα > ε âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
‖(µ− µ0)G(µ)F (µ0)(S0 − α)
−1‖ < 1/2.
Ñëíäîâàòåëüíî,
(3.10) ‖(S(µ)− α)−1‖ < 2‖(S0 − α)
−1‖ < C(ε)|α|−1 ïðè |α| > r(µ, ε), Reα > ε.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C = C(ε) > 1. Ôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì µ < 0 òàê, ÷òîáû
‖G(µ)(1−KG(µ))−1‖ < (4C)−1.
Òîãäà äëÿ óíêöèè M1(µ, α), îïðåäåëåííîé â (3.8), ïîëó÷àåì îöåíêó
‖M1(µ, α)‖ < (4C)
−1(1 + C(1 + |µ| |α|−1) < 3/4,
åñëè |α| > max{r, |µ|}. Òàê êàê S(µ) ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó, òî èç
ïðåäñòàâëåíèÿ (3.8) èìååì
(3.11) ‖(X − α)−1‖ 6 4‖(S(µ)− α)−1‖ 6 C|α|−1 ïðè Reα > ε, |α| > r(µ, ε),
ñ ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò α. Òàê êàê ñïåêòð X ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè,
òî ýòà îöåíêà îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè Reα > ε. Ñëåäîâàòåëüíî, X
ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó.
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Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (ii) âëå÷åò óñëîâèå (i). Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì
S(µ)− α = A11 − α−R(µ) =
[
1−G(µ)A12(A11 − α)
−1
]
· (A11 − α).
Ïîñêîëüêó A11 ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ ïîëóãðóïïó, òî ïðè âñåõ α èç ïîëóïëîñêî-
ñòè Reα > ε ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖A12(A11 − α)
−1‖ 6 ‖A21(A11 − α0)
−1‖ ‖(A11 − α0)(A11 − α)
−1‖ 6 C(ε).
Âûáåðåì µ < 0 òàê, ÷òîáû ‖G(µ)‖ < 1/2C(ε). Òîãäà
‖(S(µ)− α)−1‖ 6 2‖(A11 − α)
−1‖ < C |α|−1, åñëè Reα > ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè µ îïåðàòîð S(µ) ãåíåðèðóåò êâàçè-ãîëîìîðíóþ
ïîëóãðóïïó. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
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